
Chương 4: Định thức 

4.  CHƯƠNG 4: ĐỊNH THỨC 

4.1 HOÁN VỊ VÀ PHÉP THẾ 

Định nghĩa 4.1:  

1) Mỗi song ánh { } { }nn ,...,2,1,...,2,1: →σ  được gọi là một phép thế bậc n. 

Ta thường ký hiệu một phép thế bằng một ma trận có hàng thứ nhất là các số 1,2,...,n sắp 
theo thứ tự tăng dần còn hàng thứ hai là ảnh của nó:  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(...)2()1(
...21

n
n

σσσ
σ  

2) Ảnh của một phép thế được gọi là hoán vị. Với phép thế σ  ta có hoán vị tương ứng  

                         [ ])(...)2()1( nσσσ . 

3) Dấu của phép thế: 

Cho hoán vị [ ])(...)2()1( nσσσ , nếu có cặp ji <  mà )()( ji σσ >  thì ta nói 
có một nghịch thế của σ .  

Giả sử k là số các nghịch thế của σ , ta định nghĩa và ký hiệu dấu của phép thế σ  là 

k)1(sgn −=σ     (4.1) 

Ta dễ dàng kiểm chứng được rằng tập các phép thế bậc n với luật hợp thành là phép hợp của 
hai ánh xạ tạo thành một nhóm không giao hoán, gọi là nhóm đối xứng bậc n, ký hiệu .  nS

Trong chương 1 ta đã biết tập  có đúng n! phần tử. Chẳng hạn  có 2 phần tử,  có 
6 phần tử ... 

nS 2S 3S

Ví dụ 4.1: Hoán vị [  ứng với phép thế  có một nghịch thế. Vậy 

 . 

]231 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

231
321

σ

1)1(sgn 1 −=−=σ

Để tìm số các nghịch thế k của phép thế σ  ta thực hiện các bước sau:  

   Trong hoán vị [ ])(...)2()1( nσσσ  có  là giá trị sao cho 1i 1)( 1 =iσ . 
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♦ Gọi là số các số trong [ ]1k )(...)2()1( nσσσ  đứng trước 1)( 1 =iσ ; 

♦ Xoá số 1)( 1 =iσ , tồn tại  sao cho 2i 2)( 2 =iσ , gọi là số các số còn lại trong 2k
[ ])(...)2()1( nσσσ  đứng trước  2)( 2 =iσ ; 

♦ Xoá số  2)( 2 =iσ  và tiếp tục đếm như thế ...  

Cuối cùng số các nghịch thế của σ  là: 

    121 ... −+++= nkkkk  

Ví dụ 4.2:  Hoán vị  có [ ]1243 31 =k , 22 =k , 03 =k .  

Vậy 5=k  và  .  1)1(sgn 5 −=−=σ

Tính chất 4.1:  

1) Cặp jiji ≠),,(  là một nghịch thế của phép thế σ  ( nghĩa là ji <  và )()( ji σσ > ) 

khi và chỉ khi dấu của 
ji

ji
−
− )()( σσ

 bằng 1− . Vậy          

 ∏
≤≠≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
nji ji

ji

1

)()(sgn σσσ dÊu .   (4.2) 

 2) Chuyển vị [ 00 ji= ]σ  là phép thế chỉ biến đổi hai phần tử  cho nhau và giữ 

nguyên các phần tử còn lại: 
00 , ji

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

nij
nji

.........21

.........21

00

00σ    (4.3) 

Dễ dàng tính được:   0... 11 0 === −ikk , 000 ijki −= ,    

1... 11 00 === −+ ji kk ,  0...
0

=== nj kk    1)(2 00 −−=⇒ ijk  

Vậy  . 1)1(sgn −=−= kσ

 3) Với mọi :, nS∈μσ  μσμσ sgnsgn)sgn( =o .   (4.4) 

Thật vậy, khi ),( ji  chạy khắp tập { } { } { }),(),...,1,1(\,...,2,1,...,2,1 nnnn ×  thì 

))(),(( ji μμ  cũng chạy khắp tập này. Do đó: 
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∏∏
≤≠≤≤≠≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
njinji ji

ji
ji

ji

)()(11 )()(
))(())(()()(sgn

μμ μμ
μσμσσσσ dÊudÊu  

 ∏
≤≠≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
nji ji

ji

1 )()(
))(())((

μμ
μσμσ

dÊu . 

∏∏
≤≠≤≤≠≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
njinji ji

ji
ji

ji

11

)()(
)()(

))(())((sgnsgn μμ
μμ
μσμσμσ dÊudÊu  

           ( )μσμσμσ
osgn))(())((

1
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= ∏
≤≠≤ nji ji

ji
dÊu  . 

 4) Với mọi chuyển vị [  (xem 4.3) và phép thế ]00 ji σ : 

  [ ] σσ sgnsgn 00 −=jio . 

4.2 ĐỊNH THỨC 

 Khi giải hệ phương trình tuyến tính  
⎩
⎨
⎧

=+
=+

''' cybxa
cbyax

  ta tính các định thức  

''
''

baab
ba
ba

D −== , ''
''

bccb
bc
bc

Dx −==  ,  ''
''

caac
ca
ca

Dy −== . 

Như vậy định thức của ma trận  vuông cấp 2  là ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2221

1211
aa
aa

A

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

A −== . 

Mặt khác nhóm đối xứng  có 2 phần tử là  và   có dấu 2S ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
21

1σ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

12
21

2σ

 1sgn 1 =σ ,   1sgn 2 −=σ . Vậy 

       21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

A −==           
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∑
∈

=+=
2

2211 )2(2)1(1)2(2)1(12)2(2)1(11 sgnsgnsgn
S

aaaaaa
σ

σσσσσσ σσσ . 

Ta mở rộng định nghĩa này cho ma trận vuông cấp  bất kỳ như sau. n

Định nghĩa 4.2: Định thức của ma trận vuông [ ]
nnijaA

×
= được ký hiệu là  

Adet  hay  A  và định nghĩa bởi biểu thức: 

  ∑
∈

⋅=
nS

nnaaA
σ

σσσ )()1(1 ...sgndet       (4.5) 

Như vậy định thức của ma trận vuông [ ]
nnijaA

×
= là tổng tất cả các tích gồm n phần tử 

trên n hàng mà ở trên n cột khác nhau của ma trận A  và nhân với +1 hoặc -1.  

Ví dụ 4.3: a) Nhóm đối xứng  có 6 phần tử là (xem ví dụ 1.23 chương 1) 2S

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

321
321

1σ  ,  ,  , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

231
321

2σ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

312
321

3σ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

132
321

4σ  ,  ,  . ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

213
321

5σ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

123
321

6σ

có dấu  1sgnsgnsgn 541 === σσσ ,   1sgnsgnsgn 632 −=== σσσ . Vậy 

            

.

sgn

312213322113312312

332112322311332211

)3(3)2(2)1(1

333231

232221

131211

3

aaaaaaaaa
aaaaaaaaa

aaa
aaa
aaa
aaa

S

−++
−−=

= ∑
∈σ

σσσσ

 (4.6) 

b) Tính định thức  

nn

n

n

n

n

a

aa
aaa
aaaa

D
MO
333

22322

1131211

...

...

...

=  
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Xét phép thế  có ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

n
n

...21

...21
0σ ( ) 11sgn 0

0 =−=σ .  

Với mọi nS∈σ , nếu 0σσ ≠  thì tồn tại k  sao cho kk ≠)(σ  tồn tại ⇒ 'k  sao cho 

')'( kk <σ    0)'(' =⇒ kka σ 0... )()1(1 =⇒ nnaa σσ . Vậy 

    . (4.7) nnnn
S

nnn aaaaaaD
n

......sgn...sgn 11110)()1(1 =⋅=⋅= ∑
∈

σσ
σ

σσ

Tương tự   nn

nnnnn

n aa

aaaa

aaa
aa

a

D ...

...

' 11

321

333231

2221

11

==
OMMM

.  (4.8) 

c) Tính định thức    

nnnn

nnn

nn

n

n

aaa
aa

aa
a

D

......

......
"

21

12,1

21,2

1

−−

−
= MMN  

Xét phép thế  thoả mãn ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
1...1

...21
1 nn

n
σ ,1)(1 +=+ nkkσ  nk ...,,1=∀ . 

 Ta dễ dàng tính được 

 1,...,2,1 121 =−=−= −nknknk   2)1()1(...1 −=−++=⇒ nnnk  

2)1(
1 )1(sgn −−=⇒ nnσ .  Mặt khác với mọi nS∈σ , nếu 1σσ ≠  thì tồn tại k  sao 

cho 1)( +<+ nkkσ   0)( =⇒ kka σ   0... )()1(1 =⇒ nnaa σσ . 

Vậy         nknkn
S

nnn aaaaaD
n

1,11)()1(1 ......sgn...sgn" −
∈

⋅=⋅= ∑ σσ
σ

σσ

            nknkn
nn aaa 1,1

2)1( ......)1( −
−−=     (4.9) 

Tương tự  

 65



Chương 4: Định thức 

nknkn
nn

n

n

nn

n aaa

a

aaa
aaaa

D 1,1
2)1(

1

122221

1111211

......)1(
...
...

'" −
−

−

−

−==
NM

NMM .    (4.10) 

Định nghĩa 4.3: Định thức của ma trận [ ]
nnijaA

×
= của hệ véc tơ  ứng với 

cơ sở  trong không gian véc tơ 

{ nvv ,...,1 }
B V cũng được gọi là định thức của hệ véc tơ { } và ký 

hiệu 
nvv ,...,1

{ }nvvD ,...,1B . Vậy 

        { } AvvD n det,...,1 =B .   (4.11)  

4.3 CÁC TÍNH CHẤT CƠ BẢN CỦA ĐỊNH THỨC 

Tính chất 4.2:  

1) Nếu đổi chỗ hai hàng của ma trận thì định thức đổi dấu: 

[ ]
nnijaA

×
= , ,    thì  [ ]

nnijaA
×

= ''

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

≠

=

kia

mia

mkia

a

mj

kj

ij

ij

    nÕu

    nÕu

    nÕu ,

' AA det'det −= . 

Thật vậy:      ∑
∈

⋅=
nS

nnmmkk aaaaA
σ

σσσσσ )()()()1(1 '...'...'...'sgn'det

        ∑
∈

⋅=
nS

nnmkkm aaaa
σ

σσσσσ )()()()1(1 .........sgn     

                    ∑
∈

⋅=
nS

nnmmkk aaaa
σ

σσσσσ )(')(')(')1('1 .........sgn   

                 Aaaaa
nS

nnmkkm det.........'sgn
'

)(')(')(')1('1 −=⋅−= ∑
∈σ

σσσσσ   

trong đó  [ ]mkoσσ =' . 

2) Định thức có tính chất tuyến tính đối với mỗi hàng: 

Cho hai ma trận , [ ]
nnijaA

×
= [ ]

nnijbB
×

= và ma trận [ ]
nnijcC

×
= có hàng thứ k 

là tổ hợp tuyến tính của hàng thứ k của A  và B . 
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Nghĩa là    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+=

≠==

.,...,1 njbac

kibac

kjkjkj

ijijij

  mäi víi          ; 

    nÕu

βα
  

 thì             BAC detdetdet βα += . 

Thật vậy:    ∑
∈

⋅=
nS

nnkk cccC
σ

σσσσ )()()1(1 ......sgndet

  ∑
∈

+⋅=

nS
nnkkkk abaa

σ
σσσσ βασ )()()()1(1 )......(sgn

∑∑
∈∈

⋅+⋅=
nn S

nnkk
S

nnkk bbbaaa
σ

σσσ
σ

σσσ σβσα )()()1(1)()()1(1 ......sgn......sgn

BA detdet βα += . 

  3) Từ 1) và 2) suy ra rằng trong một ma trận có hai hàng tỷ lệ thì định thức bằng 0. 

 4) Nếu ta cộng vào một hàng một tổ hợp tuyến tính các hàng khác thì định thức không 
thay đổi. 

 5) Định thức của ma trận chuyển vị bằng định thức của ma trận đó: 

Giả sử , [ ] nnijaA
×

= [ ] nnij
t aA

×
= ' , jiij aa =' , nji ,...,1, =    

thì  AAt detdet = . 

     ∑
∈

⋅=
nS

nnkk
t aaaA

σ
σσσσ )()()1(1 '...'...'sgndet

          ∑
∈

⋅=

nS
nnkk aaa

σ
σσσσ )()(1)1( ......sgn

               ∑
∈

−−−⋅=
nS

nnkk aaa
σ

σσσσ )()()1(1 111 ......sgn

     Aaaa
nS

nnkk det......sgn )()()1(1
1

111 =⋅= ∑
∈

−
−−−

σ
σσσσ

vì  . 1sgnsgn −= σσ
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 6) Từ 5) suy ra rằng các tính chất của định thức đúng với hàng thì cũng đúng với cột và 
ngược lại. Vì vậy ta chỉ cần chứng minh các định lý về định thức đúng với hàng. Chẳng hạn, từ 4) 
suy ra nếu ta cộng vào một cột một tổ hợp tuyến tính các cột khác thì định thức không thay đổi. 

Định thức của mọi hệ véc tơ phụ thuộc tuyến tính đều bằng 0. 

 7) 

nnn

n

S
nn

aa

aa
aapA

n ...

...
...sgn)(mod)det(

1

111

)()1(1 MOM== ∑
∈σ

σσσ   (4.12) 

 

Ví dụ 4.4:  

     a) 

ana

ana
ana

na

a

a
a

a

Dn

...111

1...11
1...11
1...111

...111

1...11
1...11
1...11

−+

−+
−+
−+

==
MOMMMMOMMM

 (cộng các cột vào cột 1) 

1...001

0...101
0...011
0...001

)1(

...111

1...11
1...11
1...111

)1(

−

−
−

−+=−+=

a

a
a

na

a

a
a

na
MOMMMMOMMM

  

1)1)(1( −−−+=⇒ n
n anaD . 

b)    với  [ ] nnijaA
×

= 1±=ija   

⇒== )2(mod0
1...1

1...1
)2(mod)det( MOMA  Adet  chẵn. 

 

4.4 CÁC CÁCH TÍNH ĐỊNH THỨC 

4.4.1  Khai triển theo hàng, theo cột 

 Nếu ta nhóm theo cột thứ j công thức (4.5) thì ta được: 
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      +
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅= ∑

=∈ jS
nnj

n

aaaaA
)1(,

)()3(3)2(21 ...sgndet
σσ

σσσσ

    ++
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+ ∑

=∈
......sgn

)2(,
)()3(3)1(12

jS
nnj

n

aaaa
σσ

σσσσ

   . ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+ ∑

=∈
−−

jnS
nnnj

n

aaaa
)(,

)1(1)2(2)1(1 ...sgn
σσ

σσσσ

 

Vì vậy định thức của ma trận A  được viết lại dưới dạng 

 

  njnjjj AaAaA ++= ...det 11      (4.13) 

 

gọi là công thức khai triển của A  theo cột thứ j. 

  được gọi là phần bù đại số của .       ijA ija

Định lý 4.3:   ij
ji

ij MA +−= )1(      (4.14) 

Trong đó  là định thức của ma trận cấp n-1 có được bằng cách xoá hàng i cột j của ma 

trận 

ijM

A . 

Chứng minh: Trước hết ta chứng minh 1111 MA = .  Ta có: 

11
'

)(')2('2
1)1(,

)()2(211
1

...'sgn...sgn MaaaaA
nn S

nn
S

nn === ∑∑
−∈=∈ σ

σσ
σσ

σσ σσ  

với { }n,...,2' σσ =  là phép thế trong tập hợp { }n,...,2 . 

Trường hợp  bất kỳ, ta thực hiện i-1 lần đổi chỗ các hàng và j-1 lần đổi chỗ các cột để 

đưa về hàng 1 cột 1. 
ijA

 Do đó    ij
ji

ij
ji

ij MMA +−+− −=−= )1()1( )1()1( . 

Công thức khai triển theo hàng i được suy từ tính chất 3.7: 6) 
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ininii AaAaA ++= ...det 11      (4.15) 

Ví dụ 4.5: 

7121
6413

0001
2221

5021
0113
2101
4321

4412

331

−−
−−−

=

−
−−

=
→+−

→+−

ccc

ccc

D  

     

932
531

002

712
641

222
1)1( 12

−−
−−−−=

−−
−−−⋅⋅−= +  

     24)59(6
91
51

)1)(3)(2( −=−−=−−−= . 

4.4.2  Định lý khai triển Laplace (theo k hàng k cột) 

 Từ  ma trận ta để ý k hàng:  và k cột: . [ ] nnijaA
×

= kii ,...,1 kjj ,...,1

Giao của k hàng k cột này là một ma trận cấp k. Định thức của ma trận này được ký hiệu là 

. Nếu từ ma trận k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
A  ta xoá đi k hàng  và k cột  thì ta có ma trận con 

cấp n-k. Định thức của ma trận này được ký hiệu là 

kii ,...,1 kjj ,...,1

k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
 và  

 k
k

kkk
k

jj
ii

jjiijj
ii MA ,...,

,...,
......,...,

,...,
1

1
111

1
)1( +++++−=    (4.16) 

được gọi là phần bù đại số của . k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1

Ví dụ 4.6:           

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

A

Có 
3332

131223
13 aa

aa
M =  ,  

4441

2421

4441

2421323123
13 )1(

aa
aa

aa
aa

A −=−= +++ . 
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Định lý 4.4 (Laplace): 

1) Khai triển k hàng : kii ,...,1

∑
≤<<≤

=
njj

jj
ii

jj
ii

k

k
k

k
k

AMA
...1

,...,
,...,

,...,
,...,

1

1
1

1
1

det    (4.17) 

Định thức của A  bằng tổng tất cả các định thức con cấp k nằm trên k hàng  kii ,...,1  nhân 

với phần bù đại số tương ứng của nó. 

2) Khai triển k cột : kjj ,...,1

∑
≤<<≤

=
nii

jj
ii

jj
ii

k

k
k

k
k

AMA
...1

,...,
,...,

,...,
,...,

1

1
1

1
1

det     (4.18) 

Định thức của A  bằng tổng tất cả các định thức con cấp k nằm trên k cột   nhân 

với phần bù đại số tương ứng của nó. 
kjj ,...,1

Đặc biệt khi k =1 ta có công thức khai triển theo hàng và theo cột (3.4). 

Chứng minh: Trường hợp  kii k == ,...,11 : 

∑
∈

⋅=
kS

kk
k
k aaM

σ
σσσ )()1(1

,...,1
,...,1 ...sgn  

k
k

S
nnkk

k
k AaaM

kn

,...,1
,...,1

'
)(')1('1

,...,1
,...,1 ...'sgn =⋅= ∑

−∈
++

σ
σσσ  

Ứng với mỗi phép thế σ  của tập { }k,...,1  và 'σ  của { }nk ,...,1+  thì phép thế μ  có 

hoán vị tương ứng [ )(),...,1(),(),...,1( nkk ]σσσσ +  có số các nghịch thế bằng số các nghịch 

thế của σ  cộng với số các nghịch thế của 'σ . Do đó 'sgnsgnsgn σσμ ⋅= . Vì vậy mỗi tích 

  )(')1('1)()1(1 ...'sgn...sgn nnkkkk aaaa σσσσ σσ ++⋅⋅⋅  

là một hạng tử trong tổng của Adet . Nói cách khác 
k
k

k
k MM ,...,1

,...,1
,...,1
,...,1  chỉ bao gồm các 

hạng tử của Adet ; nó là một bộ phận trong biểu thức tổng của Adet . Trường hợp tổng quát 

, ta biến đổi hàng và cột của k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1
Adet  để đưa về định thức con bậc k góc 

trên bên trái. Ta thực hiện  lần đổi chỗ hàng thứ để đưa về hàng thứ 1, ..., 

k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1

11 −i 1i 1−ki  lần đổi 
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chỗ hàng thứ ki để đưa về hàng thứ k. Tương tự đổi chỗ 1,...,11 −− kjj  lần để đưa các cột 

 về các cột 1,..., k. Vì vậy định thức đổi dấu kjj ,...,1

 . kjjkiikjjkii +++++−++−+−++− −=− ...1...1)1(...)11()1(...)11( )1()1(

Khi đổi vị trí như vậy định thức bù của  vẫn là  k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1

kjj

kiiM ,...,1
,...,1

. 

Do đó  k
k

kkk
k

jj
ii

jjiijj
ii MA ,...,

,...,
......,...,

,...,
1

1
111

1
)1( +++++−= , như vậy các hạng tử của  

 cũng chỉ là các hạng tử của k
k

k
k

jj
ii

jj
ii AM ,...,

,...,
,...,

,...,
1

1
1

1
⋅ Adet . 

 Mặt khác mỗi  có  k
k

k
k

jj
ii

jj
ii AM ,...,

,...,
,...,

,...,
1

1
1

1
⋅ )!(! knk −  hạng tử. Số các định thức con  

trên k hàng  bằng số các tổ hợp n chập k và bằng . Các hạng tử của  

 và  khác nhau từng đôi một nếu 

.  

k
k

jj
iiM ,...,

,...,
1

1 kii ,...,1
k
nC

k
k

k
k

jj
ii

jj
ii AM ,...,

,...,
,...,

,...,
1

1
1

1
⋅ k

k
k

k

jj
ii

jj
ii AM ',...,'

,...,
',...,'

,...,
1

1
1

1
⋅

{ } { kk jjjj ',...,',..., 11 ≠ }

Do đó tổng  có   hạng tử phân 

biệt của 

∑
≤<<≤ njj

jj
ii

jj
ii

k

k
k

k
k

AM
...1

,...,
,...,

,...,
,...,

1

1
1

1
1

!)!(! nknkCk
n =−

Adet  nhưng Adet  cũng chỉ có  hạng tử. Vậy mỗi hạng tử của !n Adet  đều là hạng tử 

nào đó của một trong những  với k
k

k
k

jj
ii

jj
ii AM ,...,

,...,
,...,

,...,
1

1
1

1
⋅ njj k ≤<<≤ ...1 1 . Vậy ta có 

đẳng thức (3.6). 

Công thức khai triển theo cột (3.7) được chứng minh trực tiếp hoàn toàn tương tự cách trên 

hoặc có thể suy ra từ kết quả trên và áp dụng tính chất tAA detdet = . 

 

Ví dụ 4.7:   

nnkknkn

nkkkkkk

kkk

k

n

aaaa

aaaa
aa

aa

D

......

......
0...0...

0...0...

11

111111

1

111

+

+++++
=

MOMMOM

MOMMOM
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nnnk

nkkk

kkk

k

aa

aa

aa

aa

...

...

...

...

1

111

1

111

+

+++
= MOMMOM  

 

Vì   nếu { }0,...,
,...,1
1 =kjj

kM { }kjj k ,...,1,...,1 ≠ . 

Ví dụ 4.8: Với mọi ma trận cùng cấp BA,  luôn có BAAB detdetdet = .                    

Thật vậy, giả sử  , [ ] nnijaA
×

= [ ] nnijbB
×

= , 

[ ] nnijcABC
×

== ,    ∑
=

=
n

k
kjikij bac

1
 

Xét định thức cấp 2n: 

    

1
1

1
00

00

2

−
−

−
=

ij

ij

n

b

a

D  

 

Khai triển Laplace theo n hàng đầu ta có BAD n detdet2 = . Mặt khác, nhân với cột 

1, với cột 2,..., với cột n của  xong cộng tất cả vào cột n+1 thì định thức  trở 
thành: 

11b

21b 1nb nD2 nD2

 

   

nnn

n

nnnn

n

n

bb

bb
caa

caa

D

2

112

11

11111

2

01
1

01
00...

00...

−
−

−
=

MOM

MOMMOM
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Tiếp tục biến đổi tương tự như trên cuối cùng được: 

 

   

001
1

001
......

......

11

111111

2

−
−

−
= nnnnnn

nn

n
ccaa

ccaa

D

MOMMOM

 

 

Khai triển Laplace theo n hàng cuối ta được: 

 

 

nnn

n
nnn

n
cc

cc
D

...

...

1
1

1
)1(

1

111
2...1...21

2 MOM

−
−

−
−= +++++++  

            CC
nnn

detdet)1( 2
)12(2

=⋅−=
+

+

. 

 

4.5 ỨNG DỤNG ĐỊNH THỨC ĐỂ TÌM MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO 

4.5.1  Định nghĩa ma trận nghịch đảo 

Ta đã biết vành ,.),( +nM  các ma trận vuông cấp n là không nguyên, vì vậy với ma trận 

vuông cho trước chưa chắc đã có ma trận nghịch đảo đối với phép nhân ma trận.  

Định nghĩa 4.4: Ma trận vuông A  được gọi là khả nghịch nếu tồn tại ma trận vuông cùng 
cấp B  sao cho IBAAB == . 

 Phép nhân ma trận có tính kết hợp nên ma trận B  ở định nghĩa trên nếu tồn tại thì duy 

nhất, ta gọi ma trận này là ma trận nghịch đảo của A , ký hiệu 1−A . 

4.5.2  Điều kiện cần và đủ để tồn tại ma trận nghịch đảo 

Định lý 4.5: (điều kiện cần) Nếu A  khả nghịch thì 0det ≠A  (lúc đó ta nói ma trận A  
không suy biến). 

Chứng minh: IAA =−1  ⇒ 1detdetdetdet 11 === −− IAAAA . 
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Do đó  0
det

1det 1 ≠=
−A

A . 

Định nghĩa 4.5: Ma trận [ ] nnijAB
×

= , trong đó  là phần bù đại số của phần tử  

của ma trận 

ijA ija

[ ] nnijaA
×

= , được gọi là ma trận phụ hợp của A . 

Định lý 4.6: (điều kiện đủ) Nếu  0det ≠A  thì A  khả nghịch và  

tB
A

A
det

11 =− ,     (4.19)  

với B  là ma trận phụ hợp của A . 

Chứng minh: Khai triển định thức của ma trận A  theo hàng thứ k ta được: 

AAaAa knknkk det...11 =++  

Vậy  kninki AaAa ++ ...11   là khai triển theo hàng thứ k của định thức của ma trận có 

được bằng cách thay hàng thứ k của A  bởi hàng thứ i của A , do đó bằng 0. 

Tóm lại   
⎩
⎨
⎧

≠
=

=++
ki
kiA

AaAa kninki   Õu         n

     nÕu

0
det

...11  ⇒ . IAABt )(det=

Tương tự, khai triển theo cột ta có: 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=++
ki
kiA

AaAa nkniki   Õu         n

     nÕu

0
det

...11  ⇒ . (4.20)  IAABt )(det=

Hệ quả 4.7: Nếu IBA =  hoặc IAB =  thì tồn tại 1−A và BA =−1 . 

Chứng minh: IBA =  ⇒ 0det ≠A   ⇒  1−∃A  và   

                                111 )()( −−− === AABAAABB . 

Ví dụ 4.9:  Ma trận   có 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

801
352
321

A 1det −=A . 

40
80
35

)1( 11
11 =−= +A  ,  13

81
32

)1( 21
12 −=−= +A ,   
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5
01
52

)1( 31
13 −=−= +A ,   16

80
32

)1( 12
21 −=−= +A  ,  

5
81
31

)1( 22
22 =−= +A  ,    2

01
21

)1( 32
23 =−= +A ,  

9
35
32

)1( 13
31 −=−= +A  ,    3

32
31

)1( 23
32 =−= +A  ,   

1
52
21

)1( 33
33 =−= +A  , 

 

Vậy  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

−
=−

125
3513

91640

125
3513
91640

139
2516
51340

1
11

t

A . 

 

4.5.3  Tìm ma trận nghịch đảo theo phương pháp Gauss-Jordan 

 Khi ta thực hiện liên tiếp các phép biến đổi sơ cấp lên các hàng của ma trận A  để đưa A  
về ma trận đơn vị, theo tính chất 3.5 chương 3 thì điều này cũng có nghĩa là ta nhân bên trái của 
A  các ma trận sao cho IAEE k =...1 , trong đó kEE ,...,1  là các ma trận dạng ),( λkR , 

),( jiP , ),,( λjiQ  (xem 3.10, 3.11, 3.12). Mặt khác theo Hệ quả 4.7 thì kEEA ...1
1 =− . 

 Cũng với lập luận như trên ta có:  IEEEE kk ...... 11 =  là ma trận có được bằng cách 

thực hiện bởi cùng các phép biến đổi sơ cấp tương ứng như đã thực hiện đối với ma trận A  lên 

các hàng của ma trận đơn vị I . Vì vậy để tìm ma trận 1−A  ta thực hiện các bước sau: 

 1) Viết ma trận đơn vị I  bên phải ma trận A :         IA  

 2) Thực hiện các phép biến đổi sơ cấp đồng thời lên các hàng của IA  để đưa ma trận A  

ở vế trái về ma trận đơn vị. 

 3) Khi vế trái trở thành ma trận đơn vị thì vế phải là ma trận 1−A .  

   1.......... −→→ AIIA .     (4.21) 
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Ví dụ 4.10: Tìm 1−A  với   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

801
352
321

A

           

101
012
001

520
310

321
     

100
010
001

801
352
321

33
22

1
12 11

−
−

−
−

→
→+−
→+−

→

hhh
hhh

hh

 

     

125
012
001

100
310

321
     

125
012
001

100
310

321

33
22

332
22
11 11

2
−−

−−
−
−

−
−

→
→

→−
→−
→

→+
→
→

hh
hh

hh

hhh
hh
hh

 

125
3513

91640

125
3513

3614

100
010
001

    
100
010
021

33
22

112

33
223
113 3

3
3

−−
−−

−

−−
−−

−

→→
→
→

→+−

→
→+
→+−

hh
hh

hhh

hh
hhh
hhh

Vậy    . 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
=−

125
3513

91640
1A

Chú ý 4.8: Tìm 1−A  theo phương pháp Gauss-Jordan sẽ dễ dàng khi các phần tử của  1−A  
là các số nguyên ( thường gặp khi 1det ±=A ). 

 

4.6 TÌM HẠNG CỦA MA TRẬN BẰNG ĐỊNH THỨC 

 Từ tính chất 4.2 ta biết rằng định thức của một hệ phụ thuộc tuyến tính bằng 0. Do đó nếu 
định thức  thì hệ { } 0,...,1 ≠nvvDB { }nvv ,...,1  độc lập tuyến tính. 

 Ngược lại, giả sử hệ  độc lập tuyến tính, ta sẽ chứng minh { nvv ,...,1 }

{ } 0,...,1 ≠nvvDB . Thật vậy, giả sử    ∑
=

=
n

i
iijj eav

1
,   [ ]ijaA = ,  

{ }nvvDA ,...,det 1B= , vì hệ { }nvv ,...,1  độc lập tuyến tính nên nó là một cơ sở của V .  
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Vậy ta có  ∑
=

=
n

i
iijj vbe

1
, [ ]ijbB =   ⇒  IAB =  ⇒ 0det ≠A . (4.22) 

Định lý 4.9: Hệ {  độc lập khi và chỉ khi }nvv ,...,1 { } 0,...,1 ≠nvvDB . 

Định lý 4.10: Giả sử  là một ma trận cỡ [ ]ijaA = nm× . Nếu có định thức con cấp p  

khác 0 và mọi định thức con cấp 1+p  bao quanh nó đều bằng 0 thì  pAr =)( . 

Chứng minh: Không mất tính tổng quát ta có thể giả thiết định thức con cấp p  góc trái 

. Khi đó 0,...,1
,...,1 ≠p

pM p  véc tơ cột đầu độc lập tuyến tính, vì nếu có một véc tơ là tổ hợp tuyến 

tính của 1−p  véc tơ còn lại thì mâu thuẫn với giả thiết , do đó 0,...,1
,...,1 ≠p

pM pAr ≥)( . Ta cần 

chứng minh bất đẳng thức ngược lại.  

Với mọi ;,...,1 mk =  nps ,...,1+= ;  Xét ma trận cấp 1+p : 

           

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

kskpk

psppp

sp

sp

aaa
aaa

aaa
aaa

B

......

......

......

......

1

1

2221

1111

MMMMM

 

Khi pk ≤ : Ma trận B  có hai hàng bằng nhau, do đó 0det =B . 

Khi pk > :  0det =B , vì Bdet  là định thức cấp 1+p  bao . p
pM ,...,1

,...,1

Mặt khác khai triển theo hàng cuối ta được dạng sau: 

    0... ,...,1
,...,111 =+++ p

pkspkpk Maaa μμ

⇒ kppkks aaa λλ ++= ...11  , với mọi k = 1, 2, ..., m 

Vì vậy véc tơ cột  là tổ hợp tuyến tính của  véc tơ cột đầu. Vậy sv p pAr ≤)( . 

Hệ quả 4.11: A  là một ma trận cỡ nm×  thì . )( ,min)()( nmArAr t ≤=
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Chú ý 4.12: 1)  Từ công thức (4.20) ta đã chứng minh được nếu A  là ma trận chuyển từ từ 

cơ sở  sang cơ sở B 'B  thì 1−A  là ma trận chuyển từ từ cơ sở 'B  sang cơ sở .  B
2) Để tìm hạng ma trận A  ta tìm định thức con cấp 2 khác 0. Bao định thức này bởi các 

định thức con cấp 3. Nếu tất cả các định thức cấp 3 bao quanh đều bằng 0 thì 2)( =Ar . Nếu có 

định thức con cấp 3 khác 0 thì ta tiếp tục bao định thức cấp 3 này bởi các định thức cấp 4... 
 

Ví dụ 4.11: a) Ma trận 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−

=
1134

7492
3212

A  

 có  20
92
12
=

−
,  0

134
792
312

134
492
212

=
−−

−=
−

−−
−

 .  

Vậy 2)( =Ar  

b) Ma trận  có 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−−
=

4341
4113
7124

4012

B 0
24

12
=

−−
 nhưng 1

12
01
=

−
. 

Bao định thức này bởi định thức cấp 3   1
113

124
012

=
−

−− . 

Định thức cấp 4 duy nhất 0=B . Vậy 3)( =Br . 

Ví dụ 4.12: Tìm hạng của ma trận   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

a
a

a
a

A

111
111
111
111

Ta có  3)1)(3( −+= aaA .  

Vậy:    • Khi   thì  1,3 ≠−≠ aa 4)( =Ar ; 
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Chương 4: Định thức 

• Khi   thì  1=a 1)( =Ar ; 

• Khi  , 3−=a ⇒≠−
−

0
111
311

131
  3)( =Ar . 

Trong thực hành ta có thể kết hợp phương pháp này với phương pháp biến đổi sơ cấp lên 
các hàng các cột ma trận thì quá trình tìm hạng ma trận sẽ nhanh hơn. 
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